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Niniejszy skrypt przedstawia algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT),
ktéry pozwala na szybsze mnozenie wielomianéw. Nie opisujemy tutaj in-
nych zastosowan transformacji Fouriera, takich jak analiza sygnaléw czy
kompresja danych. Aby w pelni zrozumieé ten skrypt, Czytelnik powinien
znaé podstawowe algorytmy i techniki algorytmiczne oraz swobodnie uzywaé
notacji okreslajacych asymptotyczne tempo wzrostu. Ponadto powinien mieé
podstawows wiedze na temat wielomianéw, liczb zespolonych (w tym znaé
wzér Eulera) oraz macierzy.

@ @ Na ten utwoér udzielona jest licencja Creative Commons ,,Uznanie autorstwa-
Uzycie niekomercyjne 4.0 Miedzynarodowe (CC BY-NC 4.0)”.
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1. Reprezentacja i mnozenie wielomianow

Definicja 1.1 (Mnozenie wielomianéw). Iloczynem wielomianéw A(z) oraz B(x) jest
wielomian C(z) taki, ze dla kazdego = zachodzi C(z) = A(x) - B(x).

WeZmy wielomiany A(z) = ag + a2 + ... + a,2" oraz B(z) = by + byz + ... + b, z"™.
Fakt 1.2. Mozemy obliczy¢ wspdlczynniki wielomianu C(z) = A(z) - B(z) jako
J
Cj - Z akb]_k
k=0

Na podstawie tego wzoru mozemy z tatwoscig skonstruowaé algorytm mnozenia dwéch
wielomianéw, ktéry bedzie dzialaé w czasie ©(n?). Niestety, taka zlozono$é nas nie
zadowala; bedziemy szukaé algorytmu podkwadratowego.

Zauwazmy, ze zwykle reprezentujemy wielomian jako wektor wspétczynnikéw — taka
reprezentacje nazwiemy wspoiczynnikowg. Wielomian n-tego stopnia f mozna jednak
reprezentowaé réwniez za pomoca zbioru n + 1 parami réznych punktéw (z, f(z)) — te
reprezentacje nazwiemy z kolei punktowg. Majac dwa wielomiany n-tego stopnia w postaci
punktowej, mozemy po prostu pomnozy¢ odpowiednie wartosci i otrzymag ich iloczyn
(réwniez w postaci punktowej) w czasie ©(n).

Proces zamiany postaci wspélczynnikowej na punktows nazywa sie ewaluacjg, a proces
odwrotny — interpolacjg. Zanim przejdziemy dalej, powinniSmy jednak wykazac¢, ze
wielomian w postaci punktowej jest jednoznacznie opisany.

Twierdzenie 1.3 (Jednoznacznos¢ wielomianu interpolacyjnego)

Dla zbioru n+1 réznych punktéw {(z, ), (Z2,Y2), -, (Zp11, Yny1)} istnieje doktad-
nie jeden wielomian A(x) co najwyzej n-tego stopnia, ktéry dla kazdego k spelnia
A(z) = Y-

Dowdd. Poniewaz punkty x, sa parami rézne, to wyznacznik macierzy Vandermonde’a
stworzonej z punktéw (x,,,, ..., 2, ) jest rézny od zera, wiec macierz jest odwracalna.
Niech V bedzie wspomniang macierza.

1 =z 2 e Pl
1z, 3 - il
V= : ; :

2 n—1

Lz xp - 2
Rozwigzania ukladu réwnan
T _ y/-1 T
(ag,a1,a9,...,a,)" =V (Y1, Y25 s Ypt1)

pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ wspdélczynniki wielomianu. O

Chociaz powyzszy dowdd jest zupelnie w porzadku, mozemy zauwazyé, ze do postaci
punktowej przechodzimy z postaci wielomianowej, wiec w kazdym przypadku wiemy, ze
dany wielomian istnieje. W takim razie potrzebujemy wykazaé jedynie, ze taki wielomian
jest jednoznacznie okreslony, na co mozna przedstawié¢ bardzo tadny dowdd nie wprost.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, ze istnieja dwa wielomiany co najwyzej n-tego stopnia, f(z)
oraz g(z), spelniajace dany uklad réwnan. W takim razie wielomian h(z) = f(z) — g(z)
jest stopnia deg(h) < n. Ten wielomian ma réwniez n + 1 miejsc zerowych, co prowadzi
do sprzecznoéci z zasadniczym twierdzeniem algebry. O
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Uwaga 1.4

Przy dodawaniu lub mnozeniu wielomianéw w postaci punktowej, punkty, w ktérych znamy
warto$ci dwéch danych wielomiandéw, powinny byé oczywiscie takie same dla obydwu z nich.
Ponadto, o ile przy dodawaniu wystarczyloby n + 1 punktéw, o tyle przy mnozeniu nie
wystarczy. Wielomian wynikowy bedzie stopnia 2n, wiec potrzebujemy 2n + 1 punktéw
réwniez dla wielomianéw wejéciowych.

1.1. Zmiana reprezentacji

Skoro wiemy juz, ze mozemy mnozy¢ dwa wielomiany w postaci punktowej w czasie
liniowym, warto sig¢ zastanowié, jak szybko mozemy dokonaé¢ ewaluacji i interpolacji. Jesli
osiggniemy czas podkwadratowy, mamy gotowy algorytm mnozenie o ztozonoéci o(n?).

Ewaluacja

Niestety, naiwny algorytm ewaluacji 2n + 1 punktéw ma ztozonosé ©(n3), co mozemy
ulepszyé do ©(n?), jedli zastosujemy schemat Hornera.

A(z) = ag + z(a; + z(ay + ... + z(a,_1 +za,)...))

Interpolacja

Podobnie sytuacja wyglada z interpolacjg — korzystajac z eliminacji Gaussa, otrzymamy
algorytm o ztozonoéci ©(n?), co, korzystajac ze wzoru Lagrange’a', mozemy ulepszy¢
jedynie do ©(n?).

2. Dzieli zwyciezaj

Niezniecheceni niepowodzeniami z poprzednich akapitéw sprobujemy wykorzystaé tech-
nike z powyzszego tytutu. Problem ewaluacji oraz interpolacji wielomianu

A(z) =ag+a;x+ ... + a, 12" !

bedziemy chcieli rekurencyjnie rozbija¢ na dwa podproblemy, wiec na potrzeby dalszej
dyskusji zal6zmy, ze n bedzie potegg dwdjki. Zauwazmy, ze dla wygody zmieniliSmy
nieznacznie oznaczenia — teraz wielomian A jest n-mianem o stopniu réwnym n — 1.

Zdefiniujmy wielomiany Ay (z) oraz Ap)(z) o wspéiczynnikach z odpowiednio parzy-
stymi i nieparzystymi indeksami:

A[O] (I> = a/o + a2.’L‘ + a4$2 + ...+ an72xn/2_17
A[ll (z) = a; +azz + a5x2 + ..+ an_lxn/2—1.
Oczywiscie zachodzi réwnosé
Ale) = A (2*) + oA (). (1)

Chcieliby$my, zeby teraz problem ewaluacji A(z) w n punktach sprowadzal si¢ do
ewaluacji Ay (z) i Ay)(z) w 35 punktach?. Okazuje sig, ze potrzebng nam wlasnoéé ma
zbibr pierwiastkéw n-tego stopnia z jednosci.

'ktéry jest poza zakresem tego artykutu, ale mozna o nim przeczytaé w https://en.wikipedia.org/wiki/
Lagrange_polynomial
2wlasnoéé oczywiécie powinna byé rekurencyjna


https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial
https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial
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2.1. Pierwiastki jednosci

Definicja 2.1. Pierwiastek n-tego stopnia z jedynki to liczba w € C spelniajaca réwnanie
w" = 1.

Pierwiastki n-tego stopnia z jednoéci bedziemy oznaczaé wf = e2mik/n — cig (%’Tk:),
gdzie cisx = cosx + isin x.

Lemat 2.2
Niech w # 1 bedzie pierwiastkiem n-tego stopnia z jedynki. Wtedy

wHw+ ... +w”=0.

Dowod. 7 réwnosci w™ = 1 mamy
1l-—w(w+w?+..+w") =w—wl =0.

Z zalozenia (1 — w) # 0, wigc otrzymujemy teze. O

Lemat 2.3 (o redukgcji)

Jesli n jest parzyste, to kwadraty pierwiastkow n-tego stopnia z jednosci sg pier-

wiastkami jednoSci stopnia 7.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego k zachodzi

2 . (27 . 27
(wk)” =cis (72k> = cis <_n/2k) = wﬁ/Z.
O

Ponadto mozna dowies¢, ze kazdy pierwiastek jednosci 5 stopnia uzyskamy, podnoszac
dokladnie dwa rézne pierwiastki jednosci stopnia n. Jesli n jest liczba parzysta, to
wz/z = —1, wiec

k+n/2 k
Wn = —w;,

- (whT)2 = (Wh)2,

Latwo zauwazy¢, ze na mocy lematu o redukcji (2.3) zbiér pierwiastkéw n-tego stopnia
z jednosci spelnia wymagania postawione w poprzedniej sekcji.

2.2. Szybka transformacja Fouriera

Jesli oznaczymy wektor wspoélczynnikéw wielomianu A jako a = (agy, a4, ...,a,,_) oraz
wezmiemy y, = A(wk), to wektor y = (Yo, Y1, -+, Yp_1) Nazwiemy dyskretng transformatq
Fouriera® wektora wspélczynnikéw a i oznaczymy y = DFT, (a).

Algorytm, ktérego gléwne zalozenia opisaliémy wyzej, stuzy do obliczania DFT (czyli
ewaluacji wielomianu w pierwiastkach jedno$ci) w czasie O(nlogn) i jest nazywany szybkg

transformacjg Fouriera®.

3ang. Discrete Fourier Transform, DFT
‘ang. Fast Fourier Transform, FFT
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2.2.1. Implementacja

Ponizej przedstawiony jest algorytm FFT, ktéry dla danego wektora wspoétczynnikow
a liczy DFT(a). Obliczenia wykonywane sa w miejscu, a wigc funkcja fft() nie zwraca
wektora DFT(a), tylko zmienia wektor a.

#include <bits/stdc+.h>
using namespace std;

typedef complex<double> cd;
const double PI = acos(-1);

void fft(vector<cd>& a) {
int n = a.size();
if (n = 1) return;

vector<cd> aB(n / 2), al(n / 2);
for (int i = 0; 2 * i < n; i+) {

a0[i] = al[2xi];
all[il = al[2*i+1];
}
fft(abd);
fft(al);

double ang = 2 * PI / n;

cd w(1), wn(cos(ang), sin(ang));

for (int 1 = 0; 2 * i < n; i+) {
alil] = a0[i] + w = al[il;
ali + n/2] = aB[i] - w * a1[il;
W k= wn;

2.3. Transformacja odwrotna

Aby osiggngé liniowo-logarytmiczng ztozonoéé obliczeniows dla problemu mnozenia
wielomianéw, potrzebujemy juz jedynie szybkiego sposobu na interpolacje wielomianu
w pierwiastkach jednosci.

Wr6émy do wspomnianego w dowodzie twierdzenia 1.3 ukladu réwnan. Mamy

Yo 1 1 12 1 X ao
mn 1 w, wy wy™ a,
Y2 =1 i wy wp" Y gy |
Yn—1 1wt 2An=1) WiV ) Nay, 4
czyli
n—1
Y = Z akw%’“. (2)
j=0

Nie wiemy jeszcze, jak szybko policzyé wektor a = DFT, ' (y) (czyli transformate
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odwrotng do DFT), ale mozemy ten wektor wyznaczy¢é za pomoca

a 11 Lo L v

aq Wy W . ‘;:Ll 1 Y1

as = wy wy Wn(n_ ) Ya
ap 1 1wt w2 D) Yn—1

Macierz z omegami bedziemy oznaczaé V, poniewaz jest ona macierzg Vandermonde’a.
Szukamy wigc macierzy V!, aby otrzymaé wzér na ay.

Lemat 2.4

Elementem na pozycji (7, ') w macierzy V! jest liczba wi /n.

-/

Dowdd. Rozwazmy element na pozycji (4,j) w macierzy VV 1.

3
—

Vv (wn® fn) (i)

3,3’

1T
= O

(i
(wn(J ) /n)
0

k

Powyzsza suma jest oczywiScie réwna 1, jedli j = j. W przeciwnym przypadku, na mocy
lematu 2.2, jest rtéwna 0. Z tego wynika, ze VV ! jest macierza jednostkows, co koticzy
dowdd. O

Uzyskaliémy wiec wzér na ay,:
1 n—1 ”
ap = — Zykwﬁj . (3)
n <=

Zauwazajac podobienistwo miedzy wzorami 2 i 3 mozemy stwierdzié, ze aby interpolowaé
wielomian w pierwiastkach jednosci, wystarczy uzyé FFT, tylko zamiast w wigé w™! oraz
wynik na koncu podzieli¢ przez n. Tak zmodyfikowany algorytm oczywiscie dalej ma

ztozono$é obliczeniowag O(nlogn).

3. Implementacja

Podsumowujac, aby pomnozyé¢ wielomiany A(x), B(x) przez siebie w czasie O(nlogn),
nalezy najpierw zamieni¢ je oba na postaé¢ punktows (ewaluacje robimy za pomoca FFT
w czasie liniowo-logarytmicznym), nastepnie pomnozy¢ punkty przez siebie (w czasie
liniowym) i z powrotem zamienié na postaé¢ wspélczynnikows (interpolacje robimy réwniez
w czasie liniowo-logarytmicznym?®). Caty algorytm wykonywany jest w czasie O(nlogn).

7 powodu podobienstwa algorytméw FFT oraz IFFT, zaimplementujemy je w jednej
funkcji (z dodatkowym argumentem).

#include <bits/stdc+.h>
using namespace std;

Salgorytmem nazywanym IFFT, ang. Inverse Fast Fourier Transform
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typedef complex<double> cd;
const double PI = acos(-1);

void fft(vector<cd>& a, bool invert) {
int n = a.size();
if (n = 1) return;

vector<cd> aB(n / 2), al(n / 2);
for (int 1 = 0; 2 * i < n; i+) {
ad[il = al2+il;
allil = al2xi+1];

}
fft(al, invert);
fft(al, invert);

double ang = 2 * PI / n % (invert ? -1 : 1);
cd w(1), wn(cos(ang), sin(ang));
for (int 1 = 0; 2 * 1 < n; i+) {
al[i] = a0[i] + w * a1[il;
ali + n/2] = aB[i] - w * al[il;
if (invert) {
alil £ 2;
ali + n/2] F 2;
}

W %= wn;
}

vector<int> multiply(vector<int>& a, vector<int>& b) {
vector<cd> fa(a.begin(), a.end()), fb(b.begin(), b.end());
int n = 1 << (_1g(a.size() + b.size() - 1) + 1);
fa.resize(n);
fb.resize(n);

fft(fa, false);

fft(fb, false);

for (int 1 = 0; 1 < n; i+)
fa[il #= fb[il;

fft(fa, true);

vector<int> result(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
result[i] = round(falil.real());

return result;

4. Zadania

Problem 4.1 (Thief in a Shop, Codeforces 632E).

5. Rozwigzania

4.1 WeZmy ciag binarny taki, ze jego m-ty wyraz jest 1 wtedy i tylko wtedy, gdy m € a.
Funkcja tworzaca tego ciggu jest wielomian

Alx) = Z x%.
=1

Rozwazmy teraz taki cigg binarny, ze jego m-ty wyraz jest 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
m jest sumg pewnego k-elementowego podzbioru z powtérzeniami zbioru a. Bedziemy


https://codeforces.com/contest/632/problem/E
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wypisywaé wszystkie takie m. Latwo zauwazyé, ze funkcjg tworzaca takiego ciggu bedzie
wielomian

A(x)k.

Stosujac szybkie potegowanie oraz FFT otrzymujemy ztozono$é O(wlogwlogk), gdzie
w jest iloczynem maksymalnej ceny i liczby k, a wiec jest rzedu 10°. Warto zauwazy¢,
ze w trakcie potegowania wspoélczynniki wielomianu A(z) szybko moga staé sig bardzo
duze, a skoro nikt nas nie pyta nas o liczbe mozliwo$ci uzyskania danej wartosci plecaka,
to mozemy po kazdym mnozeniu ujednolici¢ wspbélczynniki wielomianu funkcjg signum.

Implementacja: https://codeforces.com/contest/632/submission/178896692.
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